Modellbildung — Simulation — Interpretation
mit Beispielen aus der mathematischen Okologie
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Zusammenfassung

Mathematik einmal anders: Okologische Zusammenhiinge erkennen und in mathe-
matischen Modellen nachbauen, die Modelle am Computer programmieren, das
Losungsverhalten studieren, mit Parametern experimentieren und neue Einsichten
gewinnen. Dieser Beitrag soll Anregungen liefern, wie ein solches Vorhaben im
Unterricht umgesetzt werden kann.

0 Einleitung

Okologische Problemstellungen sind immer wieder aktuell. Man denke z.B. an Fragen des
Bevolkerungswachstums, der Ausbeutung von Fischbestidnden in den Weltmeeren oder des
Klimawandels, die seit vielen Jahren regelmédfig wiederkehrend die Berichterstattung in den
Medien bestimmen. Weitere Aufgabenstellungen der mathematischen Okologie stellen die
Beschreibung der Wechselwirkungen zwischen ein oder mehreren Populationen und ihrer
Umwelt in einem Okosystem dar, Fragen der wirtschaftlichen Nutzung eines Waldbestandes,
Probleme der Ausbreitung von Schadstoffen in Gewéssern und in der Luft, und viele andere
mehr.

Aus Sicht der Mathematik bieten Okosysteme dariiber hinaus ein interessantes und viel-
filtiges Losungsverhalten. Prinzipiell kann die Modellbildung und der Einsatz mathe-
matischer Methoden auf drei Ebenen erfolgen: (1) In der so genannten quantitativen Theorie
geht es um die Beschreibung von Okosystemen durch Modellgleichungen, zumeist Differen-
zen- oder Differentialgleichungen, und um deren explizite Losungen. (ii) Die qualitative
Theorie dagegen beschiftigt sich mit globalen Fragen zum Modellverhalten, z.B. nach
moglichen Gleichgewichten in Okosystemen und deren Stabilitit oder nach dem Langzeit-
verhalten eines Systems. (iii) In der Computersimulation schlieflich werden Losungen auf
numerischem Weg generiert und deren Verhalten in Abhingigkeit von Modellparametern
untersucht. Im Folgenden sollen

e Standardmodelle und einfache Erweiterungen aus den Bereichen Okologie und Um-
welt vorgestellt,

e verschiedene Losungsmoglichkeiten (Tabellenkalkulation, Mathematiksoftware oder
Websimulation) diskutiert und

e unterschiedliches Losungsverhalten (stabile und instabile Gleichgewichtslagen,
mehrere Gleichgewichtspunkte, die durch Einzugsbereiche von einander getrennt
sind, periodisches Langzeitverhalten einschlieBlich Grenzzyklen)

aufgezeigt werden.



1 Exponentielles Wachstum in der Okologie

Einer der grundlegendsten Wachstumsprozesse ist das exponentielle Wachstum. Dieses ist
dadurch gekennzeichnet, dass der Zuwachs einer Grof3e proportional zum jeweiligen Bestand
ist. Klassische Beispiele dafiir findet man nicht nur in der Biologie, sondern auch z.B. in der
Finanzmathematik (Zinseszinsrechung) oder in der Physik (radiaktiver Zerfall).

Die Groe einer Population in Abhingigkeit von der Zeit t = 0 ist eine Funktion, die an und
fiir sich nur ganzzahlige Werte annehmen kann. Um die Methoden der Analysis anwenden zu
konnen, approximieren wir jedoch die Populationsgrof3e durch eine stetige, ja differenzierbare
Funktion x(t). Der Differentialquotient

dx
x'(t)=—
(t) "

beschreibt dann die Anderung der PopulationsgroBe pro Zeiteinheit, also die Wachstums-
geschwindigkeit. (Die Annahme, dass wir die Population nur durch ihre GroB3e, unabhéngig
von Altersstruktur, Geschlecht oder raumlicher Aufteilung beschreiben, stellt natiirlich eine
deutliche Modellvereinfachung dar.)

Im einfachsten Fall des exponentiellen Wachstums ist die Wachstumsgeschwindigkeit x'(t)
proportional zum Bestand, also

dx

(D) E—rx

mit der Wachstumsrate r. Gleichung (1) besitzt die bekannte Losung x(t) = x,e" zur Anfangs-

bedingung x(0) = X, bzw. etwas allgemeiner x(t)=x,e"""’

(siehe Abb. 1 fiir r > 0).

zur Anfangsbedingung x(tp) = Xo

Xy

Abb. 1. Exponentielles Wachstum
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Tatsdchlich konnen exponentielle Wachstumsvorginge z.B. bei Bakterien — zumindest durch
eine gewisse Zeit hindurch — recht gut beobachtet werden. Das exponentielle Wachstum
wurde auch schon vom britischen Nationalokonomen Thomas Malthus betrachtet, der in
seiner Bevolkerungstheorie aus dem Jahre 1798 vor den Folgen eines exponentiellen Anstiegs
der Bevolkerungszahl bei nur linearem Zuwachs der Nahrungsmittelproduktion warnte.

Vergleicht man die Entwicklung der Bevolkerung unserer Erde mit dem Exponentialmodell
(1), so ergibt sich das folgende Bild:
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Abb. 2. Wachstum der Weltbevolkerung und exponentielles Wachstum

Die Weltbevolkerung ist von unter einer Milliarde um das Jahr 1800 auf 6 Milliarden
Einwohner im Jahr 2000 angestiegen. Derzeit (2009) betrdgt sie etwas weniger als 7
Milliarden Menschen (siehe z.B. [16], [17]). Wihlt man den Bevolkerungsstand von 1960 mit
x(1960) = 3 Milliarden und schitzt die jahrliche Zuwachsrate grob mit r = 2%, so ergibt sich
die Gleichung

(2) X(t) — Xoer(l—lo) — 3 . 109 60,02([_1960) .

Die entsprechende Kurve (vgl. Formel 1 in Abb. 2) zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung mit
den tatsdchlichen Bevolkerungsdaten fiir den Zeitraum 1950 bis 1990. Davor bzw. danach hat
jeweils ein langsameres Bevolkerungswachstum stattgefunden. Aus Gleichung (2) findet man
sofort die Zeit, in der die Weltbevilkerung auf das Doppelte anwéchst, gemif

In2

3) x(t+At) =2x(t) = At =——=34,7 Jahre,
r

also eine Verdoppelung alle 35 Jahre.

Eine andere Approximation fiir das Wachstum der Weltbevolkerung erhédlt man durch
Regression mittels der Methode der kleinsten Quadrate. Dabei ergeben sich fiir die Parameter
in der Losung von Gleichung (2) die Werte x(1960) = 3,35- 10’ und r = 1,4%. Diese Kurve ist
zum Vergleich als Formel 2 ebenfalls in Abb. 2 eingezeichnet.

Die voraussichtliche Entwicklung des Bevolkerungswachstums bis zum Jahr 2050 ist fiir drei
verschiedene Prognosevarianten in Abb. 3 dargestellt. Ergidnzend sei auch auf die eindrucks-
vollen Studien iiber die ,,Grenzen des Wachstums* von Dennis Meadows et al. ([8], [9], [10])
hingewiesen, die urspriinglich im Auftrag des Club of Rome erstellt wurden und die Zukunft
der Weltbevolkerung und der Weltwirtschaft bis zum Jahr 2100 zum Inhalt haben.
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Abb. 3. Wachstumsprognose der Weltbevolkerung bis 2050 (aus [12])

Wiirde man das Bevolkerungswachstum (2) weiter in die Zukunft extrapolieren, so zeigt sich
die folgende Prognose:

Jahr Bev. (in Mrd.) | Bev. gem. (2) | Fliche/ Bev.
2000 6,09 6,68 2,5 ha/Ew
2009 6,79 7,99 2,2 ha/Ew
2100 50 3000 m2/Ew
2500 150.000 1 m2/Ew

In obiger Tabelle ist neben der prognostizierten Bevolkerungszahl auch jene Fldache der Erde
angegeben, die dann im Durchschnitt jedem Einwohner zur Verfiigung steht. (Der Be-
rechnung ist eine Landfliche von 150-10° km? fiir die gesamte Erde zu Grunde gelegt.) Damit
in Zusammenhang steht das Konzept des Okologischen FuBabdrucks, das von Wackernagel
und Rees im Jahr 1994 eingefiihrt wurde (siehe [14], [15]). Dabei versteht man unter dem
Okologischen FuBabdruck eines Menschen jene Fliche auf der Erde, die notwendig ist, um
dessen Lebensstil (Nahrung, Kleidung, Energie, Abfall, usw.) auf Dauer zu ermoglichen.
Dieser Wert liegt schon seit den 1980-er Jahren in vielen Lindern deutlich iiber jener Fliche,
die uns auf der Erde tatsichlich zur Verfiigung steht (siche Abb. 4).
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2 Das Logistische Wachstum

In der Realitédt sind dem exponentiellen Wachstum natiirlich Grenzen gesetzt, und zwar durch
Beschrinkung des Wachstums in Folge der interspezifischen Konkurrenz um vorhandene
Nahrung, begrenzten Lebensraum oder andere natiirliche Ressourcen. Diese werden in
einfacher Form beim logistischen Wachstum beriicksichtigt, das auf Pierre Verhulst 1837 und
Raymond Pearl 1930 (nach dem auch der so genannte Pearl-Index als Maf3zahl fiir die Zu-
verldssigkeit von Methoden der Empféangnisverhiitung benannt ist) zuriickgeht.

Schreiben wir wieder x(t) fiir die Populationsgroe zur Zeit t und nehmen diesmal an, dass die
Wachstumsrate r in (1) nicht konstant ist, sondern linear von x abhédngt (also r(x) = r; + 1X),
so erhalten wir die logistische Differentialgleichung

dx s X
4 —=Xx+5Xx =rx(1-—
“) g iXth ( K)

mit den neuen Parametern r, K > 0. Dabei wird r als (anfdangliche) Wachstumsrate und K als
Umweltkapazitit bezeichnet.

Die Gleichung (4) liefert die explizite Losung

5) x()=— X

1+ (E —De™
Xo

zur Anfangsbedingung x(0) = xo. Wie man die Gleichung I6sen kann — in diesem Fall durch
Trennung der Variablen oder als Bernoulli’sche Differentialgleichung (mit der Substitution
u = 1/x) oder im Zeitalter des Computers mit entsprechender Computer-Algebra-Software —
ist fiir die Schule sicher von untergeordneter Bedeutung. Viel wichtiger und auch leichter
machbar sind das Aufstellen der Differentialgleichung und die Interpretation der Losungen.
Insbesondere erkennt man aus (5), dass die Population (fiir X9 < K) streng monoton wachsend
ist und fiir t = oo gegen die GroBe K strebt, die man somit als Umweltkapazitit interpretieren
kann.

Das Losungsverhalten der logistischen Differentialgleichung (4) kann aber auch sehr einfach
aus qualitativen Uberlegungen abgeleitet werden. Zeichnet man namlich den Graphen der
Funktion f(x) = rx(1 — x/K) aus (4) in der (x,x")-Ebene und beachtet das Vorzeichen von



x” = f(x), so erkennt man unmittelbar, dass x(t) fiir x < K streng monoton wachsend und fiir
x > K streng monoton fallend sein muss (siche Abb. 5). An der Stelle x = K befindet sich ein
so genannter global stabiler Gleichgewichtspunkt. Die Population wird also von jedem (posi-
tiven) Anfangswert ausgehend schlie3lich die Umweltkapazitit K erreichen.

dxsdi Iy .‘\l

rxf 1-x/K)

x\er - Abb. 5. Phasenebene und logistische Kurve

Ferner befindet sich an der Stelle x = K/2 ein Wendepunkt von x(t), denn Differenzieren und
Nullsetzen von (4) liefert

d*x X dx K
6 —=1(1-2—)—=0 = x=—.
© de? ( K) dt 2
Man beachte, dass alle diese Aussagen ohne explizite Kenntnis der Losung (5) der Differen-
tialgleichung moglich sind.

Als Musterbeispiel fiir die Giiltigkeit des logistischen Gesetzes betrachten wir das von Pearl
und Reed aufgestellte Modell fiir das Bevolkerungswachstum der Vereinigten Staaten wih-
rend der Jahre 1800 bis 1950 (siehe [3]). Aus den Ergebnissen von drei Volkszdhlungen
bestimmten die Autoren die Werte der Parameter r, K und xo und damit die logistische
Wachstumsgleichung. Der Vergleich in Abb. 6 zeigt eine beinahe perfekte Ubereinstimmung
zwischen den erhaltenen Werten und den tatsédchlich beobachteten Bevolkerungszahlen.
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Abb. 6. Logistisches Modell fiir die Bevolkerung der USA von 1800 bis 1950



Weitere Beispiele fiir die Anwendung des logistischen Wachstums auflerhalb der Demo-
graphie und Okologie findet man z.B. in der Epidemiologie bei der Ausbreitung von Infek-
tionskrankheiten, in der Medizin beim Wachstum eines Tumors, in der Wirtschaft bei der
Entwicklung des Marktanteils fiir technologische Innovationen, usw. (siehe z.B. [4], [7]).

Neben quantitativen und qualitativen Methoden zur Untersuchung des Verhaltens der Losun-
gen von Differentialgleichungen bietet sich — vor allem in der Schule — als dritter Weg die
Methode der Computersimulation an. Dabei geht es darum, die Losungskurven einer Dif-
ferentialgleichung von einem Ausgangspunkt ausgehend schrittweise aus weiteren Punkten
aufzubauen, um diese dann tabellarisch oder graphisch darzustellen. Das Prinzip soll im
Folgenden am einfachsten derartigen Verfahren, dem Euler’schen Polygonzugverfahren
veranschaulicht werden.

Als Ausgangspunkt betrachten wir ein so genanntes Anfangswertproblem, d.h. eine Differen-
tialgleichung (erster Ordnung) einschlieBlich Anfangsbedingung der Form

dx
7 —=f(x), x(t,)=Xx,,
(7 " (x), x(t)) =%,
wobei durch (ty, Xo) genau eine Losungskurve x(t) existieren moge. Diese Losungskurve soll
in einem vorgegebenem Intervall [a, b] mit a = ty ndherungsweise bestimmt werden. Dazu
wihlen wir eine Unterteilung des Integrationsintervalls [a, b] in n Teilintervalle

®) a=ty,t,ty,.0t, o, =D

> *n—1°"n

mit der Schrittweite h = (b — a)/n, und berechnen zugehorige Ndherungswerte xj, Xo, ..., Xy
nach der Formel

t, =t +h

€) _
X, =X; +hf(x;) firi=0,1,....,n-1.

Der Ubergang von X; zu Xj4; entspricht dabei dem Fortschreiten entlang der Tangente an die
Losungskurve von (7) im Punkt (t;, X;) zum Punkt (ti11, Xi+1), wodurch ein Streckenzug (to, Xo),
(t1, X1), ..., (tn, Xp) als Niherung fiir die Losung x(t) entsteht (sieche Abb. 7). Die Abweichung
dieser Nidherungslosung von der exakten Losung ist natiirlich umso geringer, je kleiner die
gewihlte Schrittweite h ist. Eine weitere Verbesserung erzielt man durch Verfahren hoherer
Ordnung, z.B. das klassische Runge-Kutta-Verfahren (siehe z.B. [6]).

a=r i A i, L Abb. 7. Eulersches Polygonzugverfahren

Die praktische Durchfithrung kann in der Schule z.B. mit Hilfe einer Tabellenkalkulation
erfolgen. Dabei sind lediglich die Spalten fiir die t- und x-Werte gemif} obiger Rekursion zu



erzeugen und als Graphik darzustellen. Ahnlich erfolgt die Computersimulation mittels der
Geometrie-Software GeoGebra (siehe [13]), wie in Abb. 8 zu sehen ist, in der das Wachstum
einer Bakterienpopulation mit den Parametern r = 0,4 und K = 200 dargestellt ist. Die
Koordinaten der Stiitzpunkte werden wieder in einer Tabelle berechnet, die Losungskurve
selbst wird als Streckenzug, der die Stiitzpunkte verbindet, dargestellt. Mit Hilfe von
Schiebereglern kann nun die Abhingigkeit der Losung von Parametern und Anfangswerten
untersucht werden. Im CAS-System Derive (das leider nicht mehr weiter entwickelt wird)
standen sogar eigene Befehle fiir das Euler-Verfahren und das Runge-Kutta-Verfahren zur
Verfiigung. Schlieflich kann eine Computersimulation natiirlich auch in jeder hoheren
Programmiersprache oder Skriptsprache ausprogrammiert werden und als Graphik am lokalen

Rechner oder bei Websimulation im Browserfenster ausgegeben werden.

[ GeoGebra - logwachstum.ggh
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Abb. 8. Simulation des logistischen Wachstums in GeoGebra

3 Interaktion von Populationen

Im nichsten Abschnitt kommen wir nun zu Modellen fiir zwei Populationen, die einander
gegenseitig beeinflussen, und dadurch ein vielfiltiges und interessantes Verhalten zeigen
konnen. Dabei sind im Prinzip drei verschiedene Formen der Wechselwirkung moglich,
nimlich Kooperation, Konkurrenz oder ein Riuber-Beute-Verhalten. Kooperation, d.h.
positive Interaktionen zwischen den Populationen, fiihrt i. Allg. zur Koexistenz, das Wachs-
tum wird nur durch die Konkurrenz innerhalb einer Population (wie beim logistischen
Wachstum) beschrinkt. Im Konkurrenzfall oder bei Réuber-Beute-Systemen hingegen wirkt
zumindest eine der beiden Populationen negativ auf die jeweils andere Population, so dass es
zum Aussterben einer Population kommen kann, wihrend die andere iiberlebt. Von beson-



derem Interesse ist die Frage, ob bzw. unter welchen Umsténden bzw. in welcher Form eine
Koexistenz der beiden Populationen moglich ist.

3.1 Kooperation und Konkurrenz

Es bezeichne x(t) die GroBe der ersten Population, y(t) die Grofle der zweiten Population zur
Zeit t. In Verallgemeinerung von Gleichung (4) beschreiben wir das Verhalten der beiden in
einer Wechselbeziehung stehenden Populationen durch die Modellgleichungen

K- e
dt K, K,
(10) J
y y X
—=r,y(l-——-p—
dt ,¥( K, BKz)

mit den Parametern rj, 1, K, K;, a und B. Fiir die Wachstumsraten und Kapazititen der
beiden Populationen gelte r;, 12, K;, K, > 0. Die Parameter a bzw. B beschreiben den Effekt
der y-Individuen auf die (Umweltkapazitit der) x-Individuen, bzw. umgekehrt, und kénnen
sowohl positiv als auch negativ sein. Wir unterscheiden:

a, B > 0: Konkurrenz — die zwei Arten konkurrieren um Nahrung und Lebensraum;
a, B < 0: Kooperation — beide Arten profitieren voneinander, sie kooperieren;
e o>0,p <0: Riauber-Beute-Beziehung — die erste Art dient der zweiten als Nahrung.

Eine explizite Losung des nichtlinearen Differentialgleichungssystems (10) ist hier nicht mehr
moglich. Wir konzentrieren uns daher auf qualitative Fragestellungen nach Gleichgewichts-
lagen, Stabilitit und asymptotischen Verhalten der Losungen fiir t — oo. Fiir die Gleich-
gewichtslagen des Systems, d.h. die Losungen von dx/dt = dy/dt = 0, erhalten wir

d—XZO = x=0 oderx+ay=K,,
dt

(11) J
d_i/:O = y=0 odeer+y=Kz-

Folglich existieren im ersten Quadranten die drei Randgleichgewichtspunkte (0, 0), (K, 0),

(0, K7) und eventuell noch ein innerer Gleichgewichtspunkt, namlich dann, wenn die Losung

des obigen linearen Gleichungssystems

K, -oK, K,-BK
1-op = 1-ap

im ersten Quadranten liegt (also x* > 0 und y* > 0), denn nur dann ist sie in diesem Modell

sinnvoll interpretierbar.

(12) (x*, y*) = ( b

Das Losungsverhalten des Systems (10) kann sehr anschaulich in der (X,y)-Phasenebene
diskutiert werden. In Abb. 9 sind die so genannten Null-Isoklinen fiir dx/dt = 0 und dy/dt = 0
in der (x,y)-Ebene eingezeichnet, also fiir dx/dt = O die y-Achse x = 0 sowie die Gerade x +
ay = K;, und analog fiir dy/dt = 0. Die Schnittpunkte entsprechender Isoklinen stellen
offensichtlich die Gleichgewichtslagen dar. Ferner wird der erste Quadrant der (x,y)-Ebene
durch diese Geraden je nach deren Lage in drei oder auch vier Bereiche unterteilt, die jeweils
durch eine bestimmte Vorzeichenkombination von dx/dt und dy/dt und damit ein bestimmtes



Monotonieverhalten der Losungen x(t) und y(t) charakterisiert sind. So gilt z.B. fiir kleine x-
und y-Werte nach (10) dx/dt = r;x > 0 und dy/dt = r,y > 0, also sind x und y beide monoton
wachsend, wie in Abb. 9 jeweils im linken unteren Bereich eingezeichnet ist. Nach Uberschreiten der
Geraden durch den Punkt (0, K;) ist dann im dariiber angrenzenden Bereich dy/dt < 0, also y
monoton fallend, wihrend x nach wie vor monoton wachsend ist, usw.

Ky Ky

dbeslf =

K¢ Ly

falh Ky x

Abb. 9. Phasenebene fiir das Konkurrenzsystem (10)

Die beiden in Abb. 9 dargestellten Situationen ergeben sich bei einem Konkurrenzsystem fiir
o < Ki/K; und B > Ky/K; (Bild links) bzw. fiir oo < Ki/K; und B < Ky/K; (Bild rechts). Im
ersten Fall ist (Kj, 0) der einzige stabile Gleichgewichtspunkt, im Phasendiagramm streben
alle Phasenkurven, d.s. die Losungen des Systems in der Phasenebene dargestellt, gegen
diesen Punkt. D.h., die zweite Population stirbt aus, wihrend die erste Population ihre
Umweltkapazitidt K; erreicht. Dieses Verhalten ist als Exklusionsprinzip von Volterra be-
kannt, wonach die Konkurrenz zweier Arten hiufig dazu fiihrt, dass nur eine Art iiberlebt.
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Abb. 10. Simulation eines Konkurrenzsystems: Exklusion und Koexistenz



Im zweiten Fall schneiden die dargestellten Null-Isoklinen einander im ersten Quadranten im
Punkt (x*, y*), der nun als vierter Gleichgewichtspunkt in Erscheinung tritt. Dieser ist im
betrachteten Fall stabil, wahrend die drei Randgleichgewichtspunkte alle instabil sind. Somit
ist nun eine Koexistenz beider Populationen auf Dauer moglich. Die Bedingung fiir eine
derartige, stabile Situation ist, wie man zeigen kann, durch o < 1 gegeben, das bedeutet, dass
die interspezifische Konkurrenz (zwischen den beiden Populationen) schwach im Vergleich
zur innerspezifischen Konkurrenz (innerhalb der Populationen) ist.

Das qualitative Verhalten eines Zwei-Populationen-Systems ldsst sich bequem mittels Com-
putersimulation erforschen. Abb. 10 zeigt zwei Simulationsergebnisse eines Konkurrenz-
systems gemif (10) fiir die beiden zuvor betrachteten Fille, welche mittels GeoGebra erzeugt
wurden. Dabei werden die Phasenkurven in der Tabellenkalkulation nach dem Euler’schen
Polygonzugverfahren berechnet und in der Grafik-Ansicht als Streckenzug dargestellt. Durch
einfachen Mausklick konnen dann der Startpunkt der Phasenkurve sowie iiber Schieberegler
die Systemparameter o und B geédndert und dabei das Losungsverhalten dynamisch verfolgt
werden.

3.2 Das Rauber-Beute-Modell von Rosenzweig und MacArthur

Stehen zwei Populationen in einem Riuber-Beute-Verhiltnis zueinander, so kann deren
Entwicklung ebenfalls durch Gleichung (10) mit a > 0 und B < 0 beschrieben werden. Wird
der Einfachheit halber die innerspezifische Konkurrenz innerhalb jeder Population gegeniiber
der interspezifischen Wechselwirkung vernachléssigt, erhalten wir das klassische Lotka-
Volterra’sche Riduber-Beute-Modell

& x@a-by)

(13) .
y

—=y(—c+dx

at y( )
fiir die Beutepopulation x(t), Rauberpopulation y(t) mit den Modellparametern a, b, c, d > 0.
Das System besitzt, wie man zeigen kann, einen inneren Gleichgewichtspunkt, und die
Phasenkurven bilden geschlossene Kurven um diesen Punkt, welche beliebig oft durchlaufen
werden. Daraus ergeben sich die fiir Rauber-Beute-Systeme charakteristischen Schwingungen
der Beute- bzw. Riuberpopulation in Abhédngigkeit von der Zeit. Ausfiihrliche Beschrei-
bungen dieses einfachen Réduber-Beute-Modells findet man an vielen Stellen, etwa in [1], [2]
oder [5].

Ein weiteres Réuber-Beute-Modell, das gegeniiber dem Lotka-Volterra-System (13) ein
realistischeres und zugleich mathematisch reichhaltigeres Losungsverhalten besitzt, ist das
Modell von Rosenzweig und MacArthur (siehe [11])

dx X ax

a0 T
(14) x

—yz—sy+e any

d b+x

mit den sechs Parametern a, b, e, r, s, K > 0. In diesem Modellansatz ist sowohl eine
innerspezifische Konkurrenz fiir die Beutepopulation x(t) sowie ein Sittigungsverhalten der
Riuber y(t) beriicksichtigt. Letzteres kommt im zweiten Term der ersten Gleichung in (14)



zum Ausdruck und trigt der Tatsache Rechnung, dass jeder Rduber — selbst bei reichhaltig
vorhandener Beute — nur einen gewissen Teil der Beutetiere fressen kann (siehe Abb. 11). Der
Parameter e in der zweiten Gleichung von (14) ist ein so genannter Effizienzparameter und
beschreibt, wie effektiv die Rduber ihre Beute verwerten konnen.

axh + x)
/2

b x Abb. 11. Sittigungskurve der Réuber

Um die Bedeutung der Parameter leichter zu erkennen, berechnet man analog zu Abschnitt
3.1 die Gleichgewichtslagen des Systems (14) aus der Bedingung dx/dt = dy/dt = 0 und erhilt

d—X=O = x=0 oder
dt
X a r X
fl-—) - =0 y=p(x)=—(1-—)(b+x),
(15) K b+x a K
ﬂzo = y=0 oder
dt b
—s+e =0 xF=—
b+x ae—s

Demnach gibt es im ersten Quadranten die zwei Randgleichgewichtspunkte (0, 0) und (K, 0)
sowie fiir bestimmte Parameterkonstellationen noch einen weiteren, inneren Gleichgewichts-
punkt (x*, y*) als Schnittpunkt der Geraden x = x* mit der Parabel y = p(x). Die
Gleichgewichtslagen sind zusammen mit den Null-Isoklinen in der Phasenebene in Abb. 12
dargestellt.

(T dy/it = I

ey =

Abb. 12. Phasenebene zu (14)




Eine Computersimulation zeigt, dass in Abhingigkeit vom Effizienzparameter e folgende drei
Fiélle moglich sind:

e Fir kleine Werte von e, d.h., falls die Rauber die Beute nicht ausreichend effizient
nutzen konnen, stirbt die Rduberpopulation aus.

e Fiir mittlere Werte von e ist — dhnlich wie im Lotka-Volterra-Modell (13) — eine
Koexistenz beider Populationen moglich, allerdings konvergieren die Losungen hier
gegen den inneren Gleichgewichtspunkt (x*, y*).

e Auch fiir groBe Werte des Effizienzparameters e werden Riduber und Beute ko-
existieren. Allerdings wird der Gleichgewichtspunkt (x*, y*) instabil und dafiir tritt
ein stabiler Grenzzyklus auf, in den die Phasenkurven von innen wie von auflen
hinein konvergieren (sieche Abb. 13).
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\ Abb. 13. Simulation Riduber-Beute-System

Alle erwdhnten Datensdtze und Simulationsprogramme (Excel, GeoGebra, Derive) werden
auf Anfrage vom Autor gerne weitergegeben.
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